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Agarwal-Kayal-Saxena Primzahltest (2002)
Satz AKS-Primzahltest
Ein n € N, n keine Primzahlpotenz, ist prim gdw fir alle a € Z gilt

(X 4+a)" = X" +amod n im Polynomring (Z/nZ)[X].

Beweis:
= Sei n prim. Mit der Binomischen Formel mod n (Folie 48) gilt
(X+a)"=X"4+a" =X"+amodn.
< Sein ¢ P. Schreibe n = p‘m furp € P, ¢ > 1 und ggT(p,m) = 1.
@ Wir zeigen (X + 1)" # X" + 1 mod n. Der Koeffizient von XP ist

ny _ n(n-1)...(n—p+1)
(p) - p(p-1)..1 €N.
@ Im Zahler ist n = p’m durch p teilbar.

@ Damitsindn—1,n—2,....,n— (p — 1) nicht durch p teilbar.

@ Im Nenner taucht ebenfalls ein p auf. Damit kdnnen wir schreiben
(b) = p‘~tm’ mit ggT(p,m) = 1.

@ Esfolgt () # 0 mod p’ und mittels CRT auch (p) # 0 mod n.

@ D.h. der Koeffizient von XP verschwindet in (X +4-1)" nicht.
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Agarwal-Kayal-Saxena Primzahltest

Anmerkung :
@ Im AKS-Algorithmus (2002) wird (X 4+ a)" = X" + a mod n modulo
Polynomen X" — 1 kleinen Grades r = (’)(I09175 n) getestet.
@ Dies fuhrt zu einem deterministischen Primzahltest ohne Fehler.
@ Allerdings ist der AKS-Test deutlich langsamer als Miller-Rabin.
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Faktorisierungsalgorithmen

Idee: Konstruiere x,y € Z mit x? =y2 mod n und x % 4y mod n.
Ziel: Berechne nicht-trivialen Teiler von n, faktorisiere rekursiv.

Lemma Differenz von Quadraten
© Sein ¢ P ungerade. Dann existieren mit x,y € Ng mit
n=x2—y?undx # £y modn.
@ Seix? —y? =cnmitx,y,c € Z und x # 4y mod n. Dann sind
a:=ggT(x +y,n)undb :=ggT(x —y,n) nicht-triviale Teiler von n.

v

Beweis:
(1) Sein=abmit2<b<a<n.Setzex = &P y =ab
@ Danngilt x2 —y2 = w —4ab _p,

@ Wir zeigen x Z y mod n. Analog folgt x £ —y mod n.

@ Aus der Annahme x =y mod n folgt
a+b — a b

5 mod n < 2b = 0 mod 2n < b = 0 mod n. (Widerspruch)

€ Np.
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Differenz von Quadraten

(2) Aus x2 —y2 =cnfolgt (X +y)(x —y) =n, d.h.n|(x +y)(x —y).
@ Wegen x £y # 0 mod n sind beide Faktoren kein Vielfaches von n.
@ D.hfira=ggT(x +y,n)undb =ggT(x —y,n) gilta,b <n.
® Annahme: a = ggT(x +y,n) = 1 (analog fir b). Dann gilt

n=99T((x +y)(x —y),n) =ggT(x —y,n) = b (Widerspruch).
@ D.h. fur beide Teilera,b vonn gilt 1 < a,b < n.
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Fermat Faktorisierung

Algorithmus Fermat Faktorisierung
EINGABE: n € N zusammengesetzt

@ Setzex :=[y/n] — L.

©Q REPEAT

O Setze x :=x +1undz :=x?-n.
@ Falls z = y? berechne y.

© UNTILz =y?fireiny € Nund x # £y mod n.
AUSGABE: ggT(x £y,n)

Korrektheit: folgt aus vorigem Lemma.
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Bsp. Fermat Faktorisierung

Bsp:
@ Fiurn =187 giltx = [y/n] = 14 und x?> —n = 196 — 187 = 32
@ Esgilt 14 # +£3 mod 187.
@ Wir erhalten ggT(14 + 3,187) = {11,17} mit 11 - 17 = 187.

@ Furn = 175 ist x = 14. Die erste Quadratzahl ist

(X +6)> —n =202 —n =400 — 175 = 225 = 152,
@ Esgilt 20 # +15 mod 175.
@ Wir erhalten ggT(20 £ 15,175) = {5,35} mit5- 35 = 175.
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Laufzeit Fermat Faktorisierung

Laufzeit:
@ Sein=abungerademitl <b <+yn<a<n.
@ Furx =20 > /ab = /nistx? —n=y2 mity = 250
@ Es folgt (x + vh)(x — vn) =y2.
@ Die Iterationen in Schritt 2 sind damit beschrankt durch

_y? (*32) _ (a=b)?
X_\/__x-i-\/ﬁS Zf/ﬁ = 8v/n

D.h. fir n = ab mit Differenza — b = O(n%) ist dies konstant.

@ Furn = ab mit a, b gleicher BitgroRe gilt a — b = O(y/n) und damit
x —+/n = O(y/n). Dies ist vergleichbar mit Probedivision.

l. Allg. gilt a — b = O(n) und wir erhalten (’)(n%) Iterationen.
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Motivation Faktorbasis

Bsp: : Wir betrachten die Fermat Faktorisierung von 93 = 3 - 31.
@ Es gilt [v/93] = 10. Wir erhalten folgende Liste
x |10 11 12 13 14 15 16 17
x?—-93[ 7 28 51 76 193 132 163 196
@ D.h. das erste Quadrat taucht bei 17 = 3531 auf.
@ Aus den ersten beiden Eintragen folgt aber
102 = 7 mod 93 und 112 = 28 = 22 - 7 mod 93.
@ Multiplikation beider Gleichungen liefert
(10-11)? = (17)2 = 22 - 72 = (14)? mod 93.
@ Esgilt 17 # £14 mod 93 und ggT(17 + 14,93) = {3,31}.

Ziel: Kombiniere die Gleichungen, so dass ein Quadrat entsteht.
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Faktorbasis

Definition Faktorbasis
Fir ein b € N definieren wir die Faktorbasis

B={-1}U{peP|p<h}.
Ein n € Z heif3t b-glatt, falls n = [],.g p® mit e, € No.

Bsp: —28 ist 7-glatt, aber nicht 5-glatt.
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High-Level Faktorisierung mit Faktorbasen

Algorithmus FAKTORBASIS
EINGABE: n € N
© Wabhle b € N geeignet. Sei B = {p1,...,ps}-
@ Definiere leere Matrix E.
©Q Fori=0...s
© Wahle x; solange, bis z; = x? mod n b-glatt. Schreibe z; = [[5_, p"’.
@ Nimm (ej; mod 2,...,e; s mod 2) als Zeile in E auf.

@ Berechne f € F31\ {0}5*1 mit fE = {0}® tiber Fy, d.h.

Stifieij=0mod2furallej=1,...,s.

S e
Q Setze x =>4 xifi modnundy =[], p ° modn.
@ Falls x = +y mod n, zuriick zu Schritt 4 (oder zu Schritt 3).
AUSGABE: ggT(x £y,n)
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