Konvergenz von Kettenbriichen

Satz Konvergenz von Kettenbriichen

Sei (an)nen €ine Folge mit ag € Z und a; € N furi > 1. Dann gilt:
© Die Briiche g—: = [ao, . . .,an] bilden eine konvergente Folge.

@ Die Teilfolge % wachst streng monoton, die Teilfolge % fallt
streng monoton.

Beweis:

(1) Aus pigi—1 — pi—1Gi = (— 1)'+l folgt
bi Pi—1 _ (= )
a = qi—l = §,g furallei € No.

@ Wir entwickeln in einer Teleskopsumme

i+1
ZI 1(_|_|—)+p0 =ag +Z| 1 qll)lqI .

@ Die ﬁ bllden eine streng monotone Nullfolge.

@ Leibniz-Kriterium: Ihre alternierende Reihe ist konvergent.
@ Damit konvergieren auch die %
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Konvergenz von Kettenbriichen

Beweis: (Fortsetzung)

(2) Aus pnQn_2 — Pn—20n = (—1)"a, folgt

Pn P2 _ (=1)"an
T G = g fur alle n € Ng.

@ FlUrn > 2 sind ap, qn, Qn_2 positiv und daher ist der Term

b P, J POSIitiv  flrn gerade
4n -2 | negativ firn ungerade

@ D.h. die Teilfolge % wachst streng monoton und die Teilfolge gz:—ﬁ
fallt streng monoton.
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Konvergenz der Kettenbruchentwicklung
Satz Konvergenz der Kettenbruchentwicklung

Seix € R\ Q mit Kettenbruch x = [ag,as, ...]. Dann konvergieren die

Naherungsbriiche 8—: = [ag,...,an] gegen x. Es gilt fuirn € N
_ bn 1 1
‘X On On0n+1 = n(n+1)"
Beweis:
. . __ pn+pPn— .. .
@ Seix =[ap,a1,...,an, ] = W fireinr, € Ryo \ N.
@ Damit folgt
X _ P ("nPn+Pn—1)dn—Pn(MAn+0n—1)
On An(M0n+0n—1)

— Pn—10n—Pn0n—1 — (—l)n
an(dn+0dn_1) An(MmOn+0n—1) "
® Wegen an 1 := [Ih] und ry ¢ Nfolgt ry > anyq bzw. * < -
‘X _ pn 1 _ 1 .1
On On(@n+10n+0n—1) ~ GnGni1 — N(n+1)°
@ Damit konvergieren die Naherungsbriche g—: gegen Xx.
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Kettenbruch der Euler-Zahl

Bsp: : Kettenbruchentwicklung der Euler-Zahl
@ Euler zeigte 1744 , dass
e=1[2,1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,1,1,10,1,1,.. ].
@ Dies liefert die folgenden Approximationen fir e.

[ag,a1,...,an] % e—%
2] 2 | 7.10°1
[2,1] 3|-3.101
[27 17 2] % 5 . 10—2
[2,1,2,1] 171 ~3.10°2
[2,1,2,1,1] 1—79 4.10°3
[2,1,2,1,1,4] % _5.10%

Ubung:
Zeigen Sie, dass Kettenbriiche eine Bestapproximation liefern. D.h.

x — B2] < |x — & fir alle Briche § € Q mitq < gn.
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Auftreten von Naherungsbrichen
Ziel: Jeder Bruch, der x sehr gut approximiert, ist ein Naherungsbruch.

Satz Auftauchen von Naherungsbriichen

Seix € R. Sei 2 e@mltggT(p g)=1,q9>0und ‘x——‘ < 2q2
Dann ist g ein Naherungsbruch in der Kettenbruchentwicklung von x.

Beweis:
@ Sei g = [ag,a1,...,an]. Falls x = 3, sind wir fertig.
@ Ansonsten existiert einry, € Rog mitx = [ag,as, ..., an, M)
@ Wir definierenr; := [@j41,...,an, ] furi =0,...,n — 1. Damit gilt
[a07 alu s 7ai7ri] — [a07alu cee 7ai7 [ai-i-lu cee 7an7 rn]]

= J[ap,a1,...an,m]=x firo<i<n.

@ Ferneristr = [@j1,Mi11] = Qjy1 + 7 fur 0<i<n.
® Zz.:[ag,...,a,n]istfur0<i<n Kettenbruchent\/vlcklung von X.
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Auftreten von Naherungsbrichen

Beweis: (Fortsetzung)
® Zeigenr; > 1flri <n,dannistaj;; = [rj] in KETTENBRUCH.
® Seiry > 1.Danngiltr,_y = an + & > 1.
@ Es folgt induktiv, dass r,_,,...,rg > 1. Bleibt z.z.: ry > 1.

@ Nach dem Lemma fur Naherungsbriiche (Folie 146) qilt

P _ Pn __ Pnfm+pPn-1
g On und x = Onfn+0n—1"

° g g— sind gekurzte Briiche mit g, g, > 0, d.h. p = p, und g = Q.
@ Aus unserer Voraussetzung folgt
R W g‘ _|[Pafn+Pn-1 Pn| _ |9nPn-1— PnGn-1
qu% q Onfn +dn-1  dn On(Qnfn + 9n-1)
(-1)" 1

an(Anfn + dn-1) - An(Qnfn + On-1)

@ Esfolgt gn + dn_1 < 20n < Qnfn + gn_1 und damit r, > 1.
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Brechen von RSA mit kleinem geheimen Schliussel

Satz von Wiener (1990)

Sei (N, e) ein offentlicher RSA Schliissel mit 2 < e < ¢(N) und

N = pq, p, q gleicher BitgroRe. Sei ed = 1 modp(N) mitd < %N%.
Dann liefert die Kettenbruchentwicklung von & das geheime d.

Beweis:
@ Aus ed = 1 mody(N) folgt fur ein k € N

ed =1+ke(N)=1+k(p—1)(q—1)=1+kN —k(p+q—1).
@ Jeder gemeinsame Teiler von k und d teilt 1. D.h. ggT(k,d) = 1.

@ Teilen durch dN liefert & — k — 2k(pta-1),
e Falls ‘1 k(pta— 1)‘ = "(p*gNl) 1 < 5L, dann taucht der gekrzte

Bruch g in der Kettenbruchentwicklung von & auf.
@ Diese Bedingung ist &quivalent zu 2d (k(p + 9 — 1) — 1) < N.
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Brechen von RSA mit kleinem geheimen Schliussel

@ Wir beweisen die starkere Bedingung 2dk(p + ) < N.

@ Dazu bendtigen wir obere Schranken fur k und p + q.

® Esgiltk = &5 < o4y -d < d.

@ OBdA gelte p < g. Da p, q gleiche Bitgré3e besitzen, folgt

p<VN<qg<2p<2VN.

@ D.h. wir erhalten p + q < 3v/N. Dies erfilllt unsere Bedingung:
2dk(p +q) < 2d2(p+q) < VN -3VN < N.

@ Damit erhalten wir das geheime d aus dem Kettenbruch von §.

Ubung: Seien a € Z, n € N mit ggT(a, n) = 1. Konstruieren Sie mit
Hilfe eines Kettenbruchs ein Inverses x von a in U,, d.h. ax = 1 modn.

Definition Pellsche Gleichung
Seid € N kein Quadrat. Dann heit x2 — dy? = 1 Pellsche Gleichung. J
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Pellsche Gleichung

Satz Pellsche Gleichung

Alle Lésungen (p,q) € N2 der Pellschen Gleichung treten als
Naherungsbruch g in der Kettenbruchentwicklung von v/d auf.

Beweis:

@ Sei (p,q) eine Lésung, d.h. 1 = p? —dg? = (p + vdq)(p — Vdq).

@ Esfolgtp — vdq = p+\1ﬂq' Teilen durch q liefert

P g1 _ 1
q vd = pa+vda? — (§+Vd)a?’
@ Wegenp = \/1+dq2 > q folgt §,v/d > 1 und
p 1

@ Damit taucht 5 in der Kettenbruchentwicklung von v/d auf.
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