Darstellung von Gruppen

Definition Darstellung von Gruppen
Sei G eine endlich erzeugte abelsche Gruppe mit Erzeugern

S =(01,...,09«) € GX. Elemente des Kerns von
ps 78 = G, (my,...,m) = S, mig;
heiBen Relationen von S. Sei Ker(yps) erzeugtvonry, ..., r,. SeiR

eine Matrix mit Spaltenvektoren r;, d.h. R : 7! — 7X. Dann heilt

7zt 7¢ S 6

eine Prasentation oder Darstellung der Gruppe G.

Anmerkungen:
® Es gilt Ker(ps) = Im(R). Aus dem Homomorphiesatz folgt
G = ZX /Ker(pg) = ZX /Im(R).
@ D.h. man kann den Isomorphietyp von G an der Matrix R ablesen.
@ Wir mussen noch zeigen, dass Ker(ys) endlich erzeugt ist.
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Bsp. Darstellung von Gruppen

Bsp: Darstellung von Gruppen
@ Fur ein zyklisches G mit G = Z erhalten wir die Darstellung

07257
@ Fir ein zyklisches G mit G = Z/nZ erhalten wir die Darstellung

22D 5

@ 7./27 x 7./27 kdnnen wir darstellen als

(2 O)
0 2 .
2 72 00D 797 « 7,/27.

@ Eine andere (weniger schone) Darstellung von Z /27 x 7./ 27 ist

311
3
1

13 1
a1 1 1) s (0.0D@D)

7./27 x 7./ 27.
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Ker(ps) ist endlich erzeugt.

Lemma
Jede Untergruppe H C ZX ist endlich erzeugt. }

Beweis: per Induktion nach k

@ |IAfirk =1: SeiH C Z. Dann ist H ein ldeal.

@ Da Z ein Hauptidealring ist, gilt H = nZ fir einn > 0.

@ ISk—-1—k.
Sei 7 : Z¥ — Z die Projektion auf die letzte Komponente.
Analog zur Argumentation oben gilt 7(H) = nZ fur einn > 0.
Seig € 7~1(n)NH.
Nach IA ist die Projektion H = H N (ZX~! x 0) endlich erzeugt.
Behauptung: Die Erzeuger von H’ zusammen mit g erzeugen H.
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Ker(ps) ist endlich erzeugt.

Beweis: (Fortsetzung)
@ zu zeigen: Fur jedes h € H existiert ein £ € Z mith — ¢g € H'.
@ Es gilt 7(h) € 7(H) = nZ. Damit ist
m(h)y=¢-n=¢-=n(g)furein ¢ € Z.
® Esfolgt 7(h — ¢g) = w(h) — ¢-7(g) = 0.
@ Damitisth — /g € H’.

Korollar
Ker(ps) C Z¥ ist endlich erzeugt. J
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Elementare Operationen
IstS = (g1,...,0x) € GX ein Erzeugersystem von G, dann auch

0 (glu"'7_gi7"'7gk)!
Q (9-(1); - - - Ir()) flir eine Permutation = € Perm(k),

Q (91,...,0i +Agj,...,0k) furi #jund X € Z.

Definition Elementarmatrizen

Die folgenden quadratischen Matrizen heil3en Elementarmatrizen:

© E;: Einheitsmatrix mit Diagonalelement —1 statt 1 an Position (i, i).
@ P(x) fiir 7 € Perm(k): In Spalte i steht Einheitsvektor e, .

© E;j()) furi # j: Einheitsmatrix mit Eintrag A an Position (i, j).

Anmerkung:
@ Obige Operationen entsprechen Rechts-Multiplikation von S mit
Ei, P(ﬂ‘) und Eji()\)-
@ Multiplikation mit einer Elementarmatrix ist invertierbar:
E~'=E;, P(r)™t =P(z1) und Ej()\) ! = Ej(— ).



Transformation von Darstellungen
Lemma Transformation einer Darstellung
Seizt B zk 3 G Darstellung einer endl. erzeugten abelschen

Gruppe G. Seien E,E’ Elementarmatrizen der Grof3e k bzw. £. Dann
ist auch

7t ERE, 7k S —> G eine Darstellung von G.
Beweis:
® SeiS =(g1,...,0«) € G¥ und damit auch SE ! Erzeuger von G.
@ Die Spaltenry,...,r, von R erzeugen Ker(ps). D.h. es gilt

ps(r) = Z}‘Zl rijgj = O far alle i.
@ Wir kdnnen dies als inneres Produkt von S und r; auffassen:
S.r=0=S-E1.E.q
@ D.h. Erzeugerwechsel durch Rechts-Multiplikation von S mit E 1
erfordert Links-Multiplikation von R mit E.
@ Weiterhin andert sich durch Elementaroperationen auf den r; das
Erzeugnis von R nicht. D.h. wir kdnnen R durch-RE’ ersetzen:
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Darstellung mittels Diagonalmatrix

Ziel: Wandle R in R’ = ERE’, so dass R eine Diagonalmatrix ist.

Satz Darstellung mittels Diagonalmatrix

Sei G eine endlich erzeugte abelsche Gruppe mit Darstellung
7! B 7% 35 G, wobei

Ny 0

R = ' :
n.| 0

0 0\0

Dann gilt G = ZX—" x [[[_, Z/niZ.

Beweis: Aus dem Homomorphiesatz folgt

G = ZX/Im(R) mit IM(R) = N1Z x ... x nyZ x 0K,
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Klassifikationssatz ftir endlich erzeugte Gruppen

Satz Klassifikationssatz fur endlich erzeugte abelsche Gruppen

Jede endlich erzeugte Gruppe G ist isomorph zu einem endlichen
Produkt zyklischer Gruppen.

Beweis:

o Seizt B 7k 2 G eine beliebige Darstellung von G.

@ zu zeigen: Es existieren Elementarmatrizen E, E’, so dass
R’ = ERE’ Diagonalgestalt besitzt.

@ Geben dazu Algorithmus TRANSFORM an, der R in R’ Uberflhrt.
@ Mit vorigem Satz: G ist ein Produkt zyklischer Gruppen.

Korrektheit von TRANSFORM (S. nachste Folie):
@ Bei Terminierung liefert TRANSFORM eine Diagonalmatrix.

@ Der Algorithmus muss terminieren, da in Schritt 3 der
Absolutbetrag des Minimums der Restmatrix verringert wird.

Zahlentheorie - V10 Darstellung, Elementarmatrizen, Gruppen-Isomorphiesatz

93/231



Algorithmus TRANSFORM

Algorithmus TRANSFORM

EINGABE: Restmatrix R € Zk*¢
Solange eine nicht-triviale Restmatrix existiert, wiederhole:

© Falls R Nullzeilen bzw. Nullspalten enthalt, tausche diesen an den
unteren bzw. rechten Rand.

@ Solange eine Position (i, j) in der Restmatrix existiert, so dass
rij # 0, aber alle anderen Eintrage in Zeile i und Spalte j Null sind,
tausche Zeile 1 <» i und Spalte 1 <+ j in der Restmatrix.
© Bestimme ein Element r;;, # 0 minimalen Betrags.
@ Fralle Zeilen i # ip: Bestimme rij, = Qifigj, + I, Mit 0 < rj < rigj,.
Subtrahiere das gj-fache der ip-ten Zeile von der i-ten Zeile.
@ Fur alle Spalten j # jo: Bestimme ri; = qjfigj, + ri; mit 0 <1y < rigj,.
Subtrahiere das g;-fache der jo-ten Spalte von der j-ten Spalte.

AUSGABE: Diagonalmatrix R’

Zahlentheorie - V10 Darstellung, Elementarmatrizen, Gruppen-Isomorphiesatz 94/231



Beispiel Diagonalisieren

Bsp: Diagonalisieren mittels TRANSFORM

3 6 19 1 2 3 1 0 -5
-3 6 -29 3.1 1 14 3 2} 1 12 -5 3.1
2 4 16 2 4 16 2 0 O
3 18 19 1 14 3 1 12 -5
1 0 -5 110 O 1 0|0

0 12 O 3.2 ( 0|12 O 2 0 10| 0 3.1
0O 0 10 0| 0 10 0 0|12

0 12 O 0|12 O 0O 0 |12

1 0|0 1 0 O

0 10| 0 1 0 10 O

0O 0O 0O 0 12

0O 0|12 0O 0 O

Damitist G = 7Z x Z/7 x Z/10Z x 7,/127. = 7. x 7,/10Z x 7./127.
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